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 要  旨 
金融工学においてポートフォリオ最適化問題とは、いくつかの投資対象に投資する際、リスクを
小さくリターンが大きくなるような、または、一定のリターンを確保しつつリスクを最小化する
投資割合（ポートフォリオ）を決定する問題である。ポートフォリオ最適化問題のモデルはいく
つか提案されており、その一つとしてトラッキングエラー最小化モデルがある。これは、投資家
が目標とするポートフォリオ（ベンチマークと言う）に連動するポートフォリオの構築を目指す。 
ポートフォリオ最適化問題は、資産の収益率を推定する部分が難しい。そのため、誤ったパラ
メータで最適化問題を行った結果理論的なパフォーマンスから大きく乖離するようなポートフォ
リオを構築することがあり、投資家から敬遠されがちである。そこで、最適化のパラメータの不
確実性にロバストな最適化を行うことが考えられている。そして、ロバスト・トラッキングエラ
ー最小化問題が半正定値計画問題として定式化できることが知られている。 
ロバスト・トラッキングエラー最小化問題は、ベンチマークより少ない資産の種類、より少な
い投資金額でトラッキングしたいと考えている。もしそうでないなら、ベンチマークと同じポー
トフォリオを構築すればよい。先行研究では、投資しない資産を指定する必要があり、熟練した
投資家の技術を要する。そこで、本論文では、投資対象数の上限を与えると、自動で資産を選定
するモデルを提案し、混合整数 2 次錐計画問題として定式化する。また、混合整数 2 次錐計画問
題として定式化すると整数制約が原因で解けなくなる可能性があるため、2 次錐制約を多面錐近
似により線形制約とする手法、妥当不等式によるカット、多面錐近似と妥当不等式によるカット
を組み合わせた手法で定式化し比較実験を行う。 
 実験の結果、投資対象の上限制約を追加することで、最適な資産の組み合わせを選ぶことが出
来た。しかし、投資対象数の増加により解けなくなることがわかった。また、2 次錐制約を線形
制約に緩和する定式化は、多面錐近似する前より計算時間がかかった。一方、粗めの多面錐近似
を行った後に妥当不等式によるカットを追加する手法は、投資上限数が大きい場合、計算時間が
短縮できることが分かった。最適化ソルバである Gurobiを用いて 3つの手法を実験したが、緩和
前の問題を最適化ソルバである CPLEX を用いるとより高速に解が得られた。そのため、3つの手
法を CPLEXを用いることでより大規模な問題が解けるようになると考えられる。 
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???????????? U ??????????????????????????
??????????????????????? (29)? (30)??
min  + 
s:t:

"
2w
 + x  1
#     x+ 1 (a)
y =   + 
"
2z
x  y
#  x+ y (b)
x  0
y  0
  0
w = G 1=2 ~
z = T0
~
"
2
1=2
0
~
(1  )   1
#  (1  ) + 1 (c)
nX
i=1
i = 1
A  b
i  0 (i = 1?2?:::?n)
~ =   
bi  i (i = 1?2?:::?n)
nX
i=1
bi  U
(31)
????????(31)??????????????????????????????
?????????? (30)????????????????(31)????? 2???
???????
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4.1 ??????????????????????????????
????
2??????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
??????? 2????????????????????????????????
?????????????????????????????????????2??
????Ben-tal? [6]?????????????
4.1.1 ?Tower of variables?????????
???????a?b?c???(31.a)?(31.b)?(31.c)???? -??an+2(  x+1
?2w? + x  1)?b2(x+ y?2z?x  y)?cn+2((1  ) + 1?1=20 ~?(1  )   1) ????
????????????????????????????????????????
(31)?
min  + 
s:t: an+2(   x+ 1?2w? + x  1)  0
y =   + 
b2(x+ y?2z?x  y)  0
x  0
y  0
  0
w = G 1=2 ~
z = T0
~
cn+2((1  ) + 1?1=20 ~?(1  )   1)  0
A  b
i  0 (i = 1?2?:::?n)
~ =   
bi  i (i = 1?2?:::?n)
nX
i=1
bi  U
(32)
????
4.1.2 ?Tower of variables????????????
(32)?????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????? (31)? 2?????????????
???????????????
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?? 5 2????
Kn+1 =
(
x =
"
x0
~x
#
2 Rn+1
 k~xk  x0
)
? y 2 Rn+1???????????
y 2 Kn+1 () 8z 2 Kn+1?yTz  0
?????????
???(32)???? 264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375
??????????????2???? (31.a)???????????5????a1 = [a0
?a1?:::?an?an+1] 2 Kn+2??????264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375
T
a1 < 0 (33)
?????????????????264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375
T
a1  0
????? (32)?????????? (32)????????????????????
?????????????????a1??????x = [^   x^+1?2w^T?^ + x^  1]T ?
????
min aT1 x
s:t:

26664
x1
x2
...
xn+1
37775
  x0
(34)
????????????????? (31.b)?(31.c)????????????????
?????????????
17
?????? 1 ?Tower of variable??????????????????
???? 0. ???
??????K
???? k = 1
????   0
??????? a?b?c
???? 1. ?
(32)????2??????????????
x1 =
264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375?x2 =
264 x^+ y^2z^
x^  y^
375?x3 =
264 (1  ^)^ + 121=20 ~^
(1  ^)^   1
375
??????????????? ^????
???? 2.
x1?x2?x3????????? (34)????????????? a1?a2?a3???
???? 3. ????
??????????????^?????????????????
(a) xT1 a1   ?xT2 a2   ?xT2 a2   ?????
(b) k = K
???? 4. ?????
xT1 a1 <  ????????? (32)???264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375
T
a1  0
xT2 a2 <  ????????? (32)???264 x+ y2z
x  y
375
T
a2  0
xT3 a3 <  ????????? (32)???264 (1  ) + 121=20 ~
(1  )   1
375
T
a3  0
k  k + 1
???? 1.???
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4.1.3 ??????????????
?Tower of variables?????????????????? 0???????????
????????????????????????????????????tower of
variables????????????????????????(32)??????????
???????
min  + 
s:t: y =   + 
x  0
y  0
  0
w = G 1=2 ~
z = T0
~
A  b
i  0 (i = 1?2?:::?n)
~ =   
bi  i (i = 1?2?:::?n)
nX
i=1
bi  U
(35)
????????????tower of variables????????????????????
???????????????????????????
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?????? 2 ??????????????
???? 0. ???
??????K
???? k = 1
????   0
???? 1. ?
(35)????2??????????????
x1 =
264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375?x2 =
264 x^+ y^2z^
x^  y^
375?x3 =
264 (1  ^)^ + 121=20 ~^
(1  ^)^   1
375
??????????????? ^????
???? 2.
x1?x2?x3????????? (34)????????????? a1?a2?a3???
???? 3. ????
??????????????^?????????????????
(a) xT1 a1   ?xT2 a2   ?xT2 a2   ?????
(b) k = K
???? 4. ?????
xT1 a1 <  ????????? (35)???264 ^   x^+ 12w^
^ + x^  1
375
T
a1  0
xT2 a2 <  ????????? (35)???264 x+ y2z
x  y
375
T
a2  0
xT3 a3 <  ????????? (35)???264 (1  ) + 121=20 ~
(1  )   1
375
T
a3  0
k  k + 1
???? 1.???
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5 ????
???????????????2014? 11? 13??????????? [12]???
???? 10?15?20?25?30?40?50???? 10? 15? 20? 25? 30? 40? 50????
???????????????????? ??????????G???? i??
?? ri?????? i???
G =
266664
1=21 0    0
0
. . .
...
... 0
0    0 1=2n
377775
????????????????????? ? 0.5???????????2??
??????????Gurobi V.5.6[10]?CPLEX12.6[11]??????????????
????????? 1? 2?????????????????????????????
? 1: ??????????
???? CPU memory OS
machine1
core2 Quad 2.66GHz
(4???4????) 4GB windows8
machine2
Xeon CPU E5-2450 2.1GHz ? 2
?16???32????? 126GB Ubuntu 12.04
??? (29)?RTEP ??????????????????????????? (31)?
L-RTEP ?L-RTEP??tower of variable???????????????ToV L-RTEP?
?????? 1?ToV Cut L-RTEP??????? 2?Cut L-RTEP ????RTEP?
??? i = 0 (i? f1?2?:::?ng??????? n  U ???)????????????
??? U ??????????????????????????RTEP??????
??????RTEP????????????????????????RTEP???
???????????????RTEP?????????
5.1 ?????????????????????
ToV L-RTEP????????? a?b?c = n?ToV Cut L-RTEP???????
? a?b?c = n=2? = 10 5?Cut L-RTEP????????  = 10 5??????
???U ?????????RTEP?L-RTEP?ToV L-RTEP?ToV Cut L-RTEP?Cut
L-RTEP?????? 1?? 2?? 3?? 4?? 5????????ToV L-RTEP? 25?
????????? 4???????????? 50%????????????????
?????machine1?????????? 25??????? 10?????L-RTEP?
???????????????????? ? 4???? ToV L-RTEP??????
21
? 1: ?????? 10???????
? 2: ?????? 15???????
22
? 3: ?????? 20???????
? 4: ?????? 25???????
23
? 5: machine2 CPLEX L-RTEP? 25? 30? 40? 50???????
?????????? 1?? 2?? 3?? 4?????????????????????
????????????L-RTEP?ToV L-RTEP?ToV Cut L-RTEP?Cut L-RTEP?
???????????????Gurobi????????? 30? 40? 50??????
????????????????????????????CPLEX????????
??????? 5????????RTEP?L-RTEP?ToV L-RTEP?ToV Cut L-RTEP?
Cut L-RTEP?????? U ??????????????? 6?? 7?? 8?? 9??
10??????????????????????????????????????
24
? 6: ?????? 10????????
? 7: ?????? 15????????
25
? 8: ?????? 20????????
? 9: ?????? 25????????
26
? 10: machine2 CPLEX L-RTEP? 25? 30? 40? 50????????
?6??7??8??9?????L-RTEP??????n??????U???????
??????????????????????????????????ToV L-RTEP
?Cut L-RTEP??L-RTEP???????????L-RTEP????????????
?????????ToV Cut L-RTEP???????????????? L-RTEP??
?????????????????????????????????? 4?????
??? 8???????????????????????????? 25??????
? 12??????L-RTEP?Gurobi???? 45000????CPLEX???? 3???
???????CPLEX?Gurobi?? 15000????????????????????
CPLEX? L-RTEP???????????????????????????????
 50?????????? 25???????????????????????????
?????????? 25?????????????????????????? 10?
? 50??????????? 16?????????????????
6 ??
??????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????
????????????????L-RTEP????????????????????
tower of variables?????????????????????L-RTEP???????
????????????????????????????????????????
???tower of variables?????????????????????????????
?? L-RTEP?????????????????????????????????
???? L-RTEP?????????????
27
L-RTEP??????CPLEX???????Gurobi??????????????
????????????????????????????????????????
???????????????Gurobi?????CPLEX????????????
L-RTEP???????????
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A ?????
A.1 ??3???
a?b?c?d 2 R???????????"
a b
b c
#
 0() a  0?c  0?ac  b2  0
?????? [x1?x2]T 2 R2?????a 6= 0????[x1?x2]T??? 3??????
???????
[x1?x2]
"
a b
b c
#"
x1
x2
#
= [x1?x2]
"
ax1 + bx2
bx1 + cx2
#
= ax21 + 2bx1x2 + cx
2
2 (36)
= a(x21 + 2
b
a
x1x2 +
c
a
x22)
= a
 
(x1 +
b
a
x2)
2   b
2
a2
x22 +
c
a
x22

= a
 
(x1 +
b
a
x2)
2 +
ac  b2
a2
x22

(37)
????a  0?c  0?ac   b2  0?????(37)? 0???????? 3??????
??????????????????? 3???????????????(37)? 0?
?????a  0?c  0?ac  b2  0??????a = 0?????? 3????????
???????(36)?
2bx1x2 + cx
2
2  0
????b = 0?c  0?????????b = 0?c  0?????(36)? 0?????? 3
????????????????????????????????????????
A.2 ??4???
x?y  0?z 2 Rn????????????
zTz  xy ()

"
2z
x  y
#  x+ y
29
???
zTz  xy , 4zTz  4xy
, 4zTz  x2 + 2xy + y2   (x2   2xy + y2)
, 4zTz  (x+ y)2   (x  y)2
, 4zTz + (x  y)2  (x+ y)2
,

"
2z
x  y
#  x+ y (* x?y  0)
????????????????????????????????????
A.3 ??5???
??
Kn+1 =
(
x =
"
x0
~x
#
2 Rn+1
 k~xk  x0
)
? y 2 Rn+1???????????
y 2 Kn+1 () 8z 2 Kn+1???? yTz  0
?????
y 2 Kk+1 =) 8z 2 Kn+1???? yTz  0
????8y = [y0?~y]T?z = [z0?~z]T 2 Kn+1?????
yTz = y0z0 +
n+1X
i=1
yizi
 y0z0  
n+1X
i=1
jyijjzij
 y0z0  
vuutn+1X
i=1
y2i
vuutn+1X
i=1
z2i (* Cauchy   Shwarz???)
 y0z0   y0z0 (* y?z 2 Kn+1)
= 0
??????????
y 2 Kn+1 (= 8z 2 Kn+1???? yTz  0
30
???
y =2 Kn+1 =) 9z 2 Kn+1???? yTz < 0
????y = [y0?~y]T =2 Kn+1????y0 < k~yk????~y 6= 0????z = [1?  ~y=k~yk]T 2
K?????
yTz = y0   ~y
T ~y
k~yk = y0   k~yk < 0 (* y0 < k~yk)
????~y = 0????z = [1?0]T 2 Kn+1?????
yTz = y0 < 0
?????????????????????????????????????
B ????????????? 10? 15? 20
?????? 10? 15? 20?????????????????????????
????????????????????? i??? t??????? Vi?t(i = 1?2?:::
?n?t = 1?2?:::?T )?????? 1
T
PT 1
t=0 (Vi?t+1   Vi?t)????
 10 =
2666666666666666664
0:0461538462
0:0769230769
0:5230769231
0:1
0:0230769231
0:0307692308
0:0435897436
0:0948717949
0:0358974359
0:0256410256
3777777777777777775
?????
?????
?????
???
???
?????
??
???
?????
??????
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 15 =
266666666666666666666666666664
0:0738137083
0:0386643234
0:007029877
0:1599297012
0:0035149385
0:0158172232
0:007029877
0:0474516696
0:0210896309
0:2460456942
0:0298769772
0:3110720562
0:0105448155
0:0175746924
0:0105448155
377777777777777777777777777775
??????
????
???
??????
???
???
?????
???
???
???
??
????
?????
???
??
 20 =
266666666666666666666666666666666666666664
0:0189873418
0:0886075949
0:1054852321
0:0696202532
0:0654008439
0:0126582278
0:0084388186
0:0084388186
0:0168776371
0:0105485232
0:1181434599
0:0569620253
0:0696202532
0:0168776371
0:0801687764
0:0506329114
0:0168776371
0:0464135021
0:052742616
0:0864978903
377777777777777777777777777777777777777775
??
??????
???
?????
???
??????
???
???
???
????
????
???
???
???
???
???
?????
???
???
???
32
????
[1] H.M. Markowitz, PORTFOLIO SELECTION, EFFICIENT DIVERSIFICATION
OF INVESTMENTS, 1959
[2] A.Ben-tal and A.Nemirovski, ROBUST CONVEX OPTIMIZATION, MATHE-
MATICS OF OPERATIONS RESEARCH, 23(1998), 796-805 ?
[3] M.S.Lobo, ROBUST AND CONVEX OPTIMIZATION WITH APPLICATIONS
IN FINANCE, Doctor thesis, 2000
[4] D.Goldfarb and G.Iyengar, Robust portfolio selection problems, CORC Technical
Report TR-2002-03, 2002
[5] ???????????????2?????????????????????
?????????????????????????????48(2005)?12-25
[6] A.Ben-tal and A.Nemirovski, On polyhedral approximations of the second-order
cone, Mathematics of Operations Research, 26(2001), 193-205
[7] I.Polik and T.Terlaky, A Survey of the S-Lemma SIAM REVIEW, 49(2007), 371-418
[8] S.Boyd, L.E.Ghaoui, E.Feron, and V.Balakrishnan,Linear Matrix Inequalities in
System and Control Theory(SIAM,1994)
[9] S.Boyd and L.Vandenberghe, Convex Optimization(Cambridge University Press,
2004)
[10] OCTOBER SKY CO.,LTD, Gurobi Optimizer, http://www.octobersky.jp/
products/gurobi/gurobi.html, 2015/1/20
[11] IBM, IBM ILOG CPLEX Optimization Studio, http://www-03.ibm.com/
software/products/en/ibmilogcpleoptistud/, 2015/2/27
[12] ??????????????????http://indexes.nikkei.co.jp/nkave/
index/component?idx=nk225?2014/11/13
33
